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Аннотация. Рассматривается задача о продольном сжатии тонкого стержня. В работе М.А.Лаврентьева и А.Ю.Ишлинского установлено, что при нагружении, существенно превосходящем эйлерову нагрузку, наибольшую скорость роста амплитуды поперечного прогиба имеет форма с большим числом волн в продольном направлении. При учете распространения продольных волн исследованы параметрические резонансы, обнаружен эффект биений, связанных с обменом энергии продольных и поперечных колебаний. Установлена возможность потери устойчивости при нагрузке, меньшей эйлеровой. Исследовано развитие закритических деформаций стержня и отмечается связь картины деформирования с эффектом, обнаруженным Лаврентьевым и Ишлинским, с одной стороны, и с эластиками Эйлера – с другой.

ВВЕДЕНИЕ

Основы исследований по статической устойчивости стержней заложены в трудах Л.Эйлера [1]. Экспериментальные и теоретические исследования [2,3], указывают на необходимость достаточно осторожного применения методов статики в условиях динамического нагружения. Ишлинский и Лаврентьев (ИЛ) [4] обратили внимание на то, что при интенсивном нагружении, существенно превосходящем эйлерову статическую критическую нагрузку, наибольшую скорость роста амплитуды имеет форма с большим числом волн в продольном направлении. При строгой постановке по стержню распространяются продольные упругие волны, которые, в свою очередь, могут порождать интенсивные поперечные колебания. Рассматривается как кратковременный продольный удар в предположении, что время удара меньше времени пробега продольной волны по удвоенной длине стержня [5,7-9], так и продолжительный удар [6,8-10]. В линейной постановке найдены условия возникновения параметрического резонанса [11], построена область неустойчивости на плоскости "длина стержня - нагрузка". При квазилинейном подходе вместо неограниченного роста амплитуды при резонансе возникают биения, связанные обменом энергии продольных и поперечных колебаний. Для описания биений использованы двухмасштабные разложения [12]. Исследовано влияние вязко-упругих сил сопротивления на вызванные ударом колебания.

Установлено, что при продолжительном ударе силой, меньшей эйлеровой, возможна потеря устойчивости, вызванная параметрическими резонансами. При длительном силовом воздействии с нагрузкой, превосходящей эйлерову, используется нелинейный подход. Исследуется эволюция закритических деформаций стержня и отмечается связь картины деформирования с эффектом, обнаруженным ИЛ, а также с эластиками Эйлера.

КВАЗИЛИНЕЙНАЯ СИСТЕМА УРАВНЕНИЙ ДВИЖЕНИЯ СТЕРЖНЯ

В рамках модели Бернулли – Эйлера безразмерная квазилинейная система уравнений движения стержня имеет вид 
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где u(x,t),\ w(x,t) – проекции перемещения (рис. 1).
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Рис.1. Сжатый стержень.

В качестве единиц длины и времени приняты длина стержня и время пробега по ней продольной волны. Продольная деформация сжатия 
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 cодержит главное нелинейное слагаемое. В систему (1), (2) включены вязкоупругие силы по модели Фойгхта – Сорокина. В поперечном направлении концы стержня шарнирно оперты, а в продольном направлении к левому концу приложена заданная сила, а правый конец закреплен. Введен малый параметр толщины 
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, равный отношению радиуса инерции сечения к длине стержня, и обратный ему большой параметр длины. 

Опуская нелинейные слагаемые в уравнении (1) и в выражении для 
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, получаем линейное приближение, допускающее последовательное решение уравнений (1) и (2). Если 
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, уравнение (2) – это классическая задача бифуркации Эйлера [1]. При достаточно большом значении 
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 возможна одновременная потеря устойчивости по нескольким первым формам 
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.В работе [4] авторы обратили внимание на то, что скорость роста амплитуды при потере устойчивости максимальна для одной из старших форм потери устойчивости ( 
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где параметр 
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 характеризует скорость роста амплитуды m-ой формы потери устойчивости.

ЛИНЕЙНОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ. ПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ РЕЗОНАНСЫ

Рассматриваем внезапно приложенное длительное нагружение 
[image: image13.wmf]const

t

x

=

=

0

)

,

(

e

e

 и кратковременное нагружение 
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- время удара. При длительном нагружении продольная деформация 
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 имеет нулевое среднее значение, а при кратковременном нагружении после прекращения действия импульса 
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, причем в обоих случаях функция 
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Полагая в уравнении (2) 
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получим систему уравнений с периодическими коэффициентами (
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Периодические коэффициенты порождают параметрические резонансы [12]. Они возможны при 
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 Ограничимся рассмотрением главных резонансов при 
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, ибо, как показано в [5], они возбуждаются существенно сильнее, чем комбинационные резонансы и резонансы на обертоне. На рис. 2 для фиксированной длины стержня 
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 при параметрических резонансах, номер которых указан на рисунках. На правом рис. 2 показаны также параметры 
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, найденные по формуле (3) при длительном возбуждении (без *). Откуда следует, что амплитуды при бифуркации растут быстрее, чем при параметрическом возбуждении. Однако в ряде случаев возможен параметрический резонанс при силе, меньшей критической (
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Рис. 2. Параметры роста амплитуды при кратковременном (слева) и длительном (справа) возбуждении.

КВАЗИЛИНЕЙНОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ. БИЕНИЯ. ДВУХМАСШТАБНЫЕ РАЗЛОЖЕНИЯ

При параметрическом резонансе без сопротивлений амплитуды поперечных колебаний неограниченно растут, а при их наличии могут быть неоправданно большими. Дело в том, что в линейном приближении не учитывается влияние поперечных колебаний на продольные. Поэтому обратимся к уравнениям (1), (2), учитывающим это влияние и будем искать их решение в виде


[image: image36.wmf]5

),

)

5

.

0

((

sin

)

(

)

,

(

),

(

sin

)

(

)

,

(

1

1

=

=

-

=

=

å

å

=

=

N

M

x

n

t

t

x

u

x

m

t

T

t

x

w

N

n

n

M

m

m

p

j

p


(6)

Метод Бубнова–Галеркина приводит к нелинейной системе, решенной численно. Типичный результат показан на рис. 3 (слева). Видим биения с обменом энергии продольных и поперечных колебаний. Характер движения говорит о целесообразности применения двухмасштабных разложений 
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где 
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Для медленно меняющихся коэффициентов 
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 получена система уравнений 4 порядка, удобная как для качественного анализа, так и для численного решения. В частности, кривые в правой части рис. 3 получены при решении этой системы. Дана оценка максимальной величины поперечного прогиба как для кратковременной, так и для длительной нагрузки. Рассмотрено влияние сопротивлений, приводящих к затухающим биениям.
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Рис. 3. Биения при параметрическом резонансе (слева численное решение и справа график амплитуды).

ЭВОЛЮЦИЯ ФОРМЫ УПРУГОЙ ЛИНИИ ПРИ ЗАКРИТИЧЕСКОЙ ДЕФОРМАЦИИ

Л.Эйлер построил всевозможные формы упругой линии, находящейся в равновесии под действием двух сил, приложенных к ее концам (эластики Эйлера). Для исследования эволюции формы упругой линии рассмотрена следующая модельная задача. Стержень сжат силой, существенно превосходящей критическую нагрузку и в начальный момент прямолинеен. Правый конец шарнирно оперт, а левый конец может перемещаться. Малое возмущение выводит стержень из положения равновесия. Конечное положение, которое займет стержень, совпадает с одной из эластик Эйлера. На рис. 4 показаны эластики Эйлера при 
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, где величина p показывает, во сколько раз сжатие превосходит критическое значение. При 
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 левый конец совпадает с правым, а затем образуется петля.
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Рис. 4. Эластики Эйлера.


Рис. 5. Последовательные формы упругой линии.

Численный эксперимент проведен при 
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. В этом случае потеря устойчивости возможна при 
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, однако наибольшая скорость роста амплитуды имеет место при 
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. Рис. 5 показывает, что при потере устойчивости форма упругой линии проходит стадию с двумя полуволнами, предсказанную Ишлинским и Лаврентьевым.
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